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Reamintire: Estimatorul celor mai mici patrate
se obtine din ecuatiile :
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Reamintire: lesirea era :

y(k) = @' (k)0 +v(Kk)
de unde

o(k)y(k) = p(K)p" (k)0 + p(k)v(K)
L3 oY) =Y 91" (0> o

De unde doar daca @(K) s v(Kk) sunt necorelate, rezulta
(pentru ca ultima suma sa fie egala cu zero):

b5 =( 35 Zote" 1)) [ Soty®)



5.5. Metode de variabila instrumentala
5.5.1. Principiul metodei de variabila instrumentala

Estimatorul celor mai mici patrate (CMMP) dedus in
metoda anterioara:

1

. N - 41N
Os=[—2oK)e (K)] [ 2ok)yk)]
N k=1 N k=1

este consistent daca sunt indeplinite conditiile:

R =E[p(k)g" (K)]>0;
Elp(k)v(k)]=0

Prima conditie este asigurata, in general, prin
persistenta semnalului de intrare. A doua conditie este
indeplinita numai daca v(k) este zgomot alb, si constituie o
limitare a metodei.



Variabilele instrumentale sunt introduse tocmai 1n idea de a
obtine un estimator similar celor mai mici patrate care sa fie

consistent indiferent de natura perturbatiei. Metoda de
variabila instrumentala utilizeaza estimatorul:

A 1 N o TN
b= 3y £20067 00| | £200¥00
k=1 N k=1
in care (k) are aceeasi semnificatie ca in cazul metodei CMMP
oK) =[-y(k-1),~-y(k - 2),......—y(k —na),u(k —1),....,u(k - nb)]T

iar z(k), de dimensiune dimz(k)=na+nb este un vector oarecare

ale carui componente, numite variabile instrumentale, trebuie
alese in asa fel incat estimatorul sa fie consistent



Inlocuind  y(k)=¢' k)e"+v(k) Tn relatia estimatorului, se obtine

o =[ £ 20007 00| & S 20007 007 4
1
% Z2te" 0] Zatoveo - 5.77)

o~ 1N - 11N
=0 +[sz=:12(k)¢ (k)] ﬁkzzllz(k)v(k)

Din (5.77) rezulta conditiile de consistenta a estimatorului VI:

T 11X T
R=E[z(k)p" (k)]= Nglz(k)qo (k) >0 (5.78)
1 N
Elz(k)v(k)]= Néf(k)v(k) =0 (5.79)

Variabilele instrumentale pot fi corelate cu intrarile si iesirile, dar nu sunt
corelate cu perturbatiile. Pentru a satisface cerintele (5.78), (5.79) foarte

frecvent se aleg ca variabile de stare esantioanele intarziate ale intrarii.
La intarzieri mai mari conditiile sunt mai bine satisfacute .



Ca si estimatorul CMMP si estimatorul VI este insensibil la o
transformare liniara. Aceasta proprietate se poate utiliza la
construirea vectorilor de variabild instrumentala. Intr-adevar, daca
inlocum z(k) cu Tz(k) ,unde T este o matrice ndx nf de
transformare nesingulara, estimatorul devine

- [1N N
T4, =[— S Tz(K)g (k)} N 22y () =
-1
- 2o (k) TLT S 200y(0 -
= X 11w .
=N 27 (k)" (k) N 22Ky (k) =4,
| N k=1 k=1

5.5.2. Alegerea variabilelor instrumentale de baza

Se considera o forma generala a vectorului de variabila instrumentala

2(K) = K(q ™)~k ~1)... -k -na) u(k ~1).....u(k -nb)] (5.80



unde (k) este obtinut prin filtrarea datelor de intrare:

_C(g™)
n(k) = D(aY) u(k)
C(gH)=co+cqt+...+¢,.q"™

D(q™) =1+dy,q " +....+dpgq ™

(5.81)

K(g?t) si Ki(g?') sunt filtre asimptotic stabile, iar polinoamele
C(gY) si D(g?l) au zerourile in afara cercului unitar si sunt
prime intre ele.

Exista o mare varietate de variabile instrumentale
pentru cazuri particulare de forme ale filtrului  K(g?t) si
polinoamelor C(g?) si D(g?).

Pentru fiecare din aceste cazuri se determina parametrii astfel
ca relatiile (5.78), (5.79) sa fie indeplinite. Daca de exemplu
nc=nd=na relatia (5.80) devine:



(5.82)

unde S(-C, D) este matricea Sylvester asociata polinoamelor -C si D :

Daca C(g?) si D(gt) sunt polinoame prime intre ele rezulta
ca rangul matricei S(-C, D) este egal cu suma na + nb, deci
matricea S este nesingulara.




Estimarea parametrilor prin metoda variabilelor
Instrumentale

In MATLAB modelul este de forma unei ecuatii cu diferente:

A(q7)y(k) = B(q)u(k —ni) +e(k)

Este necesar sa se defineasca matricea de date intrare-
lesire z=[y, u] sau data si sa se cunoasca structura definita
prin vectorul nn= [na nb ni ], Tn care na si nb sunt gradele
polinoamelor A si respectiv B, iar ni este intarzierea. Modelul m
obtinut este In forma polinomiala IDPOLY pentru sistemele cu o
singura iesire sau in forma IDARX pentru sisteme cu mai multe
lesiri, sau sub forma THETA. Se utilizeaza functia iv4() care
este apelata (una dintre forme):

m =iv4(z,nn);



Exemplu: Se considera sistemul monovariabil discret definit prin
polinoamele A=[1-1.2 0.6]; B=[0 1 0.5]; pentru partea determinista
si C=[1 -0.8 0.4] pentru caracterizarea perturbatiilor. Se asociaza
acestui sistem modelul m

>> m=idpoly(A,B,C).

Discrete-time IDPOLY model: A(q)y(t) = B(q)u(t) + C(g)e(t) ;t=k

Al =1-1.29"1+ 0.6 g"-2

B(gq) =g*-1+ 0.5 g"-2

C(q)=1-0.8g™1+0.49g"-2

Se genereaza un semnal de intrare pseudoaleator binar u(k) si un semnal
perturbator aleator e(k):

>> u=sign(randn(500,1));
>> e=0.1*randn(500,1);

Se determina prin simulare numerica raspunsul sistemului y(k) pentru
aceste semnale de intrare

>>y=idsim([u,v],m);



Se considera o matrice z cu vectori coloana continand datele de iesire si de
Intrare, esantioanele cu numerele de la 1 la 300.

>>7=[y(1:300) u(1:300)];
- Se reprezinta grafic primele 100 de esantioane de intrare-iesire,
prezentate in fig.5.3
- >>idplot(z, 1:100)
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Prin metoda VI se cauta un model cu doi poli, na=2, cu doua zerouri , nb=2
si intarzierea ni=1. Cu functia iv4 se obtine modelul thi, care este afisat cu
functia present.

>>nn=[2 2 1]

>>thi=iv4(z,nn) ; >>present(thi)
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A(gq)=1-1.199 (+-0.00315) g1 + 0.5899 (+-0.002534) g"-2
B(q) = 0.9942 (+-0.005995) g*-1 + 0.4983 (+-0.00876) g"-2
Estimated using IV4 from data set z

Loss function 0.0107966 and FPE 0.0110884

Sunt prezentate valorile coeficientilor polinoamelor si abaterile lor
standard. Cu functia resid se determina reziduurile ei ale modelului si se
reprezinta grafic in fig. 5.9.

>>ei=resid(z,thi);
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Se reprezinta grafic raspunsul sistemului, y si a modelului IV4, ym, pentru
primele 50 de esantioane, in fig.5.10
>>plot(tl,y(1:50),'n',t1,ym(1:50),'g");grid

>>title('Raspuns sistem y, raspuns model — ym. Metoda 1V4')

Raspurs sistem y &l raspuns model IvE ym

. " A Fig. 5.10
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Metode recursive de identificare parametrica a
sistemelor

* Metodele de identificare a parametrilor de tip off-line

prezentate anterior prelucreaza simultan intregul sir de
masuratori intrare-iesire.

vit]

* In cazul metodelor de identificare recursive sau on-line _ L:!ertur\ha;ie
datele sunt prelucrate pe masura ce ele devin disponibile - oces (sistemm)| y fiegire)
prin masuratori.

- u Regulator |,
* Procedurile on-line se impun in urmatoarele situatii: parametri estima
* A-cand se doreste continuarea experimentului de identificare | Lo |
panad la obtinerea unei precizii aprioric impuse;
* B-cand sistemul are parametri variabili in timp; Fig. 5.11

* C-in cazul sistemelor de control adaptiv conform schemei bloc
din fig. 5.11



Metode recursive de identificare parametrica a
sistemelor

* Procedurile on-line se impun in urmatoarele situatii:

» A-cand se doreste continuarea experimentului de
identificare pana la obtinerea unei precizii aprioric
impuse; l

wit)

perturbatie
u Proces (zist=m) ¥ [iegire]

 B-cand sistemul are parametri variabili Tn timp
(Parametrii procesului fiind variabili in timp, procesul nu ' m—

poate fi reprezentat printr-un model valabil pentru orice :
moment de timp)’ Paramatri estimai

Taenrifice

TeCursiva

e C-in cazul sistemelor de control adaptiv conform schemei Fig. 5.11
bloc din fig. 5.11 (Se utilizeaza un model variabil in timp
pentru a determina parametrii unui regulator, de
asemenea, variabili in timp. In acest fel regulatorul va fi
dependent de comportarea previzibila a procesului).



Metode recursive de identificare parametrica a
sistemelor

* Algoritmii de estimare on-line, pot fi relativ simplu obtinuti din cei
off-line printr-o organizare corespunzatoare a calculelor, astfel ca
estimatia O(N+1) bazata pe N+1 date, sa poata fi calculata recursiv
utilizand numai B(N) , masuratorile la momentul N+1 si alte cateva
masuratori anterioare.

 Estimatia recursiva este totusi o aproximare a estimatiei off-line si
deci este mai putin precisa.



Metode recursive de identificare parametrica a
sistemelor

Metodele de identificare on-line cele mai

utilizate sunt:

1. Metoda recursiva a celor mai mici patrate (RCMMP).

2. Metoda recursiva a celor mai mici patrate
generalizate (RCMMPG)

Metoda recursiva a variabilelor instrumentale (RVI)
4. Metoda recursiva a verosimilitatii maxime (RVM)

w



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Se considera un sistem real monovariabil (SISO) descris de
ecuatiile cu diferente:

A @) y(k) = B (a™)u(k) +v(k); v(k) = e(k)

A @) =1+a,g "+ a .q"™

B @) =bg"+ e b.q ™ tk=1,2,..
Modelul este:

A(G™) Y (k) =B(g™)u(k)
AgH)=1+a,q" +..+a,.9 "™

B(q ™) =b g +boq ..+ by ™



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Pentru model: |A(q™)y. (k) = B(q)u(k)

AgH)=1+aq" +..+a,.q "™
B(O™) =b g +b2q "+t g™

Se introduc notatiile:

oK) =[Y(K =D,y (K —~1,), UK~ 1), Uk )T



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Pentru model: |A(q™)y. (k) = B(q)u(k)

AgH)=1+aq" +..+a,.q "™
B(O™) =b g +b2q "+t g™

Se ajunge la forma:

Ym(K)=¢" (k)&



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Pentru o functie criteriu:
1 N _ 1 N _
V(@) == > A (Y(K) - Yu(k, 0) == > A(qHeA(k,0)
N k=1 N k=1

V(6) = Z(A@ (0 - B(Guk)’ -

- 2000 (K)0)°
k=1

se determina un estimator al celor mai mici patrate
pentru N masuratori.

O(N) =(Z¢(k)¢(k)j (Z(/)(kmk)j



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Pentru o functie criteriu generala:
1 & _ _
V(9) =WZ/1N “(A(@™)y(k)-B(a ™ )u(k)) =
k=1

- Y A0 -0 (00)°

unde A este un coeficient de ponderare a erorii patratice,
pentru N masuratori, se obtine estimatorul.

O(N) =(ZﬂNk¢(k)¢T(k)j (ZENkw(k)Y(k)j



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Se introduce notatia:
N

P(N) = (Z Za(30 (k)j

k=1

Si estimatorul devine:

O(N) = P(N)(cha(k)y(k))

k=1



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Forma recursiva:

N+ .,
PIN+D)=[3 2 oo’ ] =
k=1

A3 A Fo()e” (1) + (N + DT (N + D =
=
=[APT' (V) + (N + o' (N +1)]

Tine cont de identitatea de inversiune matriciala:

(A+bb" ) = 47— a7B(1+ 67 A7) B 4

Utilizata cu A=A*P-1(N) si b=¢(N+1).



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Se obtine;

PO PO v+ 11+ 7 (v + ) 2
A A A
L ! iN T .

P(m: 1 [P(M_PFP'F}:;;(N Do’ (N +DP(N)
A A+@ (N+1)P(N)p(N+1)

P(N+1)= (N +D] -

o' (N+1)

]

P(N)p(N +1)

Si notatia: K(N+1)= =
A+@ (N+1D)P(N)o(N+1)

Rezulta P(N +1) =—[P(N) - K(N + Do (N + DP(V)] =
A

= L - k@ + Do (W + DIPAV)
A



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Forma recursive pentru estimator:

N+1

SIN+D=PN+D'S A ™ok vik) =
k=1

= P(N + D[4 % o) y) + @(N + D p(N +1)] =

_ P(N) 3 AN 0(l) (k) — K(N + DT (N + DP(N) >
=1

. éﬁh‘_kﬁ?fﬂy(ﬂ"' P(N:]QP(N;U.P(N_U _

KW+’ (N +DP(N)@(N +Dy((N +1) _
A
= (N)—KE(N + Dol (N +1DE(N) +

+ L[P(NY@(N +1) — K(N + DoT (N + DP(N)@(N + DIy(N +1) =

AL

_ B(N)—K(N + Dot (N + DAy + 2V FDy(N+D

A

— AN+ KN +D[¥(N+D) - (N+1DEN]=
= O(N)+ K(N +1)a(N +1)



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Unde s-a tinut seama de:

P(N)o(N +1)—K(N+1Do" (N+1)P(N)p(N +1)=K(N +1)

Si s-a Iintrodus notatia:

eN+1)=p(N+1)—¢' (N+1)E(N)



Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RCMMP).

Implementarea relatiilor recurente este simpla. in esenta
urmatoarele operatii trebuie efectuate pentru adaptarea
informatiilor disponibile la momentul k :

a). Se adapteaza  @(k): (k) > ¢(k +1)

(—y(k-1) ] «y(k)-noua masuratoarea luiy

—y(k-2)
(K) = —y(k—n,)| <« sesterge
P k- < u(k) noua masuratoare a lui u

u(k —2)

(u(k—ny) | <« sesterge



Se calculeaza : |V|(|?t0da I.’ecgr.sivé a
b). x.=PK)p(k +1) celor mai mici
patrate (RCMMP).
C). ca=A+0 (k+1)x,

d). Kk+p=22

Oa

€). ek+D)=yk+1)-¢" (k+1)A(k)
f).  O(k+1)=0(k)+K(k+1)z(k+1)
9). P(k+1)=[P(k)—K(k+1)Xg]%

In algoritmul recursiv RCMMP trebuie date valorile initiale
0(0),P(0) si trebuie precizate valorile lui 2 . Cand nu se dispune

de estimatii initiale ale parametrilor § se alege de obicei 6(0)=0
Pentru P(0) se alege frecvent

P(0) =al



Metoda recursiva a celor mai mici patrate (RCMMP).

P(0) =al
unde a este un scalar cu valori de ordinul sutelor sau miilor,
lar | este matricea unitate de acelasi ordin cu P.
La valori mici ale lui a convergenta estimatiilor este
lenta, iar la valori mari pot aparea oscilatii de amplitudini mari
pentru componentele vectorilor 4¢)

Pentru sisteme cu parametri variabili in timp A se alege
subunitar Tn domeniul 0,95 - 0,995.
Pentru sisteme invariante in timp A se alege astfel:

AN<1 (A =095 - 0.995) pentru primele cateva zeci de
esantioane K <N, . A =1, pentru k> N,.

In acest fel primele reziduuri care corespund unor estimatii
Imprecise ale parametrilor sunt afectate de ponderi mici In
criteriul CMMP.



Estimarea recursiva a parametrilor modelelor discrete

Pentru estimarea recursiva a parametrilor modelelor discrete,
in MATLAB, se utilizeaza functiile: rarx, roe,rarmax, rpem,
rplr asociate diferitelor tipuri de modele ale sistemelor.

Astfel functia rarx calculeaza estimatiile recursive pentru
modele de tip ARX. Aceasta functie se apeleaza in forma

[thm, yhat] = rarx(z,nn,adm, adg) (5.140)

unde: z este un obiect iddata sau o matrice de date intrare-
lesire z = [y u ]; vectorul sau matricea (in cazul intrarilor
multiple) nn=[na nb ni] defineste structura modelului; adm -
defineste mecanismul de adaptare; adg — defineste factorul
de amplificare de adaptare



Algoritmii implementati se bazeaza pe unul din urmatoarele
principii de adaptare:

1)

2)

3)

4)

algoritmul bazat pe factorul de uitare — masuratorile
vechi sunt deponderate exponential pe baza factorului
de uitare lambda; Tn acest caz adm="ff’, adg=lam (lam =
factorul de uitare);

algoritmul bazat pe filtrul Kalman — se considera ca
parametrii adevarafi variaza cu un pas aleator cu
matricea de covarianfa incrementala R, ; in acest caz
adm="kf’, adg= R;;

algoritmul bazat pe gradientul nenormalizat — pasul
parametrilor este luat ca un pas de gradient de lungime
gamma=gam ( th_nou=th_vechi + gamma*psi*epsilon);
in acest caz adm='ng’, adg=gam; 4)

algoritmul bazat pe gradientul normalizat — se
procedeaza ca in cazul 3 dar gamma este inlocuit cu
gamma/(psi’*psi),



thm — contine estimatiile obtinute;

linla k @ matricei thm contine estimatile Tn “ordine
alfabetica” ce corespund datelor din linia k din matricea z
si momentului de timp k;

yhat — conifine valorile predictate ale iesirii; linia k
corespunde momentului de timp k.

Valorile initiale ale parametrilor thO si a "matricei P” ,(P(0)=P,)
pot fi date prin apelarea urmatoare

[thm, yhat, P] = rarx(z,nn,adm,adg,thO, py)



Valorile initiale si finale ale vectorului auxiliar phi sunt obtinute
prin apelarea

[thm, yhat, P, phi] = rarx(z,nn,adm,adg,th0, Py, phi,)

Cu functia roe se calculeaza estimatiile recursive pentru
modelul erorii de iesire definit de ecuatia cu diferente

y(k) = B(q1; u(k = ni) +e(k)

Functia roe se poate apela sub forme asemanatoare cu cele
ale functiei rarx. Astfel se utilizeaza apelarile:



thm, yhat] = roe(z,nn,adm,adg);
thm, yhat, P] = roe(z,nn,adm,adg,tho0, py);
thm, yhat, P, phi, psi] = roe(z,nn,adm,adg, th0, py, phi,, psi,).

Parametrii au aceleasi semnificatii ca pentru functia rarx,
cu exceptiile: vectorul nn = [nb nf ni] si un nou vector auxiliar
psi cu valoarea initiala psi,.

Functia rarmax calculeaza recursiv estimatiile pentru
parametrii unui model de tip ARMAX. Aceasta functie se poate
apela sub formele
thm, yhat] = rar max(z, nn,adm, adg);
thm, yhat, P] = rar max(z, nn,adm, adg, th0, p,);
thm, yhat, P, phi, psi] = rar max(z, nn,adm, adg,th0, Py, phi, psi,)

Fata de functiile rarx si roe difera parametrul de structura
nn: nn = [na nb nc niJ.



Cu functia rpem sunt calculate estimatiile recursive pentru un
model general descris de ecuatia cu diferente de forma

A(G Yy (K) = EEZ% u(k —ni) + EEZ% e(k) (5.146)

Functia rpem se poate apela sub formele:

'thm, yhat] = rpem(z,nn,adm, adg); (5.147)
'thm, yhat, P] = rpem(z,nn,adm,adg,th0, py);
thm, yhat, P, phi, psi] = rpem(z,nn,adm, adg,th0, py, phi,, psi,)

in acest caz nn = [na nb nc nd nf ni].

Cu functia rplr se calculeaza estimatiile recursive pentru un
model general (5.146) prin metoda regresiei pseudoliniare.
Functia rplr se apeleaza sub formele

thm, yhat] = rplr(z,nn,adm,adg); (5.148)
thm, yhat, P] = rplr(z,nn,adm,adg,th0, py);

thm, yhat, P, phi] = rplr(z,nn,adm,adg, th0, py, phi,)




Exemplul 5.5. Se considera un sistem definit de polinoamele
A,B,C. Sa se determine estimatiile recursive ale parametrilor
diferitelor modele asociate acestui sistem. Initial se considera
pentru acest sistem un model idpoly

>>th=idpoly(A,B,C);

Discrete-time IDPOLY model: A(q)y(t) = B(q)u(t) + C(q)e(t)
Al =1-1.2q9"1+ 0.6 g"-2

B(gq) =g*-1+ 0.5 g"-2

C(q)=1-0.8g™1+0.49"-2

Se genereaza o matrice z de date intrare-iesire, din care primele
50 de esantioane se reprezinta in fig. 5.12

>>u=sign(randn(500,1));

>>e=0.1*randn(500,1);

>>y=idsim([u e],th);

>>7=[y(1:250),u(1:250)];

>>idplot(z,1:50),pause



Se considera un model de ordinul 2, na=nb=2, cu o
intarziere ni =1. Se estimeaza parametrii unui model thml cu
functia rarx, aplicand algoritmul factorului de uitare (’ff) cu
factorul de uitare lambda=0.96").

>>thm1 =rarx(z,[2 2 1],'ff',0.96);

Se reprezinta grafic parametrii estimati ca functii de timp in
fig.5.13.

>> plot(thm1l); axis([O 50 =2 2])

Se determina parametrii unui model de tip ARMAX,
thm3, cu structura nn =[2 2 2 1], cu algoritmul de adaptare
cu filtru Kalman (‘kf’), cu o varianta a parametrilor de 0.01.

>>thm3 = rarmax(z,[2 2 2 1],'kf',0.01*eye(6));

Parametrii estimati sunt reprezentati grafic in fig. 5.15.

>>plot(thm3); axis([0 50 -2 2]); pause
Se determina parametrii unui model general thm4 cu structura

nn=[2 2 2 2 1 1] cu functia rpem, cu algoritmul factorului
de uitare (ff’), cu factorul lambda=0.96



>>thm4=rpem(z,[2 2 2 2 1 1],'ff', 0.96);

Metode recursive. Marimea de iesire y

10
s| |
sk |
10 10 20 30 40 50
Marimea de intrare u Fig. 5.12.
1E . —
0.5+ -
ol |
-0.5F -
AL U L L]
0 10 20 30 40 50
Parametri modelululr ARX -thm1l
2 T T T T
15F -
bl
b2

: Fig. 5.13.
al J

20 30 40 50



Parametrii modelului erorii de iesire- thm?2
2 T T T T

Fig. 5.14.
_2 [ [ [ [
0 10 20 30 40 50

Parametrii modelului ARMAX -thm3

2 T T T T
15F -

bl
1+ N
a2
05} =
b2~ N
of c2 i
AN
-0.5}F cl = .
Fig. 5.15.

s -
15k \al .

_2 I I I I




